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Σκεφτείτε τα ακόλουθα…

• Πώς μπορούμε να αναπαραστήσουμε μια ψηφιακή εικόνα ως αρχείο 

bitmap;

• Πώς υλοποιούνται τα γραφικά σε ένα υπολογιστικό σύστημα;

• Πώς εφαρμόζονται τα εφέ σε μια ψηφιακή εικόνα;

Με τη χρήση Πινάκων!
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ΟΡΙΣΜΟΙ

• Ένας πίνακας είναι μια ορθογώνια διάταξη 

αριθμών σε γραμμές και στήλες. Οι γραμμές είναι 

οριζόντιες ενώ οι στήλες κατακόρυφες

• Οι διαστάσεις ενός πίνακα δηλώνονται ως 𝑚 × 𝑛, 

όπου 𝑚 είναι το πλήθος των γραμμών του πίνακα, 

ενώ 𝑛 είναι το πλήθος των στηλών του

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 ⋯ 𝑎𝑚𝑛
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ΟΡΙΣΜΟΙ

• Οι αριθμοί 𝑎𝑖𝑗 λέγονται στοιχεία του πίνακα

• Ένας πίνακας συμβολίζεται συνήθως με κεφαλαίο 

γράμμα και με διαφορετικούς τρόπους:

• 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)

• 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]

• 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗

• 𝐴𝑚×𝑛

𝐴 =

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 ⋯ 𝑎𝑚𝑛
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ΟΡΙΣΜΟΙ

• Ο πίνακας που αποτελείται μόνο από μηδενικά 

στοιχεία ονομάζεται μηδενικός πίνακας και 

συμβολίζεται ως 𝑂

• Ένας πίνακας που έχει μόνο μία γραμμή 

ονομάζεται πίνακας-γραμμή

• Ένας πίνακας που έχει μόνο μία στήλη ονομάζεται 

πίνακας-στήλη

𝑂 =
0 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0

𝐴 = 𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛

𝐴 =

𝑎11
⋯
𝑎𝑚1
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ΟΡΙΣΜΟΙ

• Αν σε έναν πίνακα αλλάξουν αμοιβαία τα στοιχεία των γραμμών και των 

στηλών, τότε προκύπτει ένας νέος πίνακας που ονομάζεται ανάστροφος

και συμβολίζεται με 𝐴𝑇 (με διάσταση 𝑛 ×𝑚)

• Προφανώς ισχύει ότι 𝐴𝑇 𝛵 = 𝛢

𝐴 =

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

𝐴𝛵 =

𝑎11 𝑎21 ⋯ 𝑎𝑚1

𝑎12 𝑎22 ⋯ 𝑎𝑚2

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋯ 𝑎𝑚𝑛
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ΟΡΙΣΜΟΙ

• Ένας πίνακας που έχει ίσο πλήθος 

γραμμών και στηλών (δηλ. 𝑚 = 𝑛) 

ονομάζεται τετραγωνικός

• Ο αριθμός 𝑛 λέγεται τάξη ή 

σειρά του πίνακα

• Τα στοιχεία 𝑎𝑖𝑗 όπου 𝑖 = 𝑗

σχηματίζουν την κύρια διαγώνιο

του πίνακα

𝐴 =

𝑎11 ⋯ ⋯ ⋯
⋯ 𝑎22 ⋯ ⋯
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
⋯ ⋯ ⋯ 𝑎𝑛𝑛
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ΟΡΙΣΜΟΙ

• Ένας πίνακας όπου όλα τα 

στοιχεία που δεν ανήκουν στην 

κύρια διαγώνιο είναι μηδέν 

ονομάζεται διαγώνιος

• Ο διαγώνιος τετραγωνικός πίνακας 

που τα μη-μηδενικά στοιχεία του 

είναι άσοι ‘1’ λέγεται μοναδιαίος και 

συμβολίζεται με 𝐼

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑎11, 𝑎21, … , 𝑎𝑛𝑛) =

𝑎11 0 ⋯ 0
0 𝑎22 ⋯ 0
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

𝐼 =

1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 1
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ΟΡΙΣΜΟΙ

• Δύο 𝑚 × 𝑛 πίνακες 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 και 𝐵 = 𝑏𝑖𝑗 λέγονται ίσοι αν όλα τα αντίστοιχα στοιχεία 

τους είναι ίσα (δηλ. 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗)

• Εννοείται ότι δύο ίσοι πίνακες έχουν ακριβώς τις ίδιες διαστάσεις

• Ένας τετραγωνικός πίνακας 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 λέγεται συμμετρικός, αν το κάθε στοιχείο του είναι 

ίσο με το συμμετρικό του ως προς την κύρια διαγώνιο (δηλ. 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 για 𝑖 ≠ 𝑗)

• Προκύπτει ότι ένας πίνακας είναι συμμετρικός αν και μόνο αν 𝐴𝑇 = 𝐴

• Ένας τετραγωνικός πίνακας 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 λέγεται ημισυμμετρικός ή αντισυμμετρικός αν 

𝑎𝑖𝑗 = −𝑎𝑗𝑖 για 𝑖 ≠ 𝑗
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ΟΡΙΣΜΟΙ

• Έστω δύο πίνακες ίδιων διαστάσεων (𝑚 × 𝑛) 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 και 𝐵 = 𝑏𝑖𝑗 . Άθροισμα των δύο 

πινάκων λέγεται ένας πίνακας 𝐶 οποίος είναι επίσης διάστασης 𝑚 × 𝑛 και ισούται με  

𝐶 = 𝑐𝑖𝑗 , όπου 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗. Συμβολίζεται ως 𝐶 = 𝐴 + 𝐵.

Παράδειγμα

2 4 1 0 1 4

5 0 2 1 3 1

1 3 3 3 4 6

− − −     
     

+ − =
     
     − − −     
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Ιδιότητες πρόσθεσης πινάκων

• 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 (αντιμεταθετική ιδιότητα)

• 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 (προσεταιριστική ιδιότητα)

• 𝐴 + 𝑂 = 𝑂 + 𝐴 = 𝐴 (ουδέτερο στοιχείο πρόσθεσης)
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ΟΡΙΣΜΟΙ

• Έστω πίνακας 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 διαστάσεων 𝑚 × 𝑛. Θεωρούμε τον αριθμό 𝜆 ∈ ℝ. Γινόμενο του 

αριθμού 𝜆 με τον πίνακα 𝐴 λέγεται ένας πίνακας 𝐶 οποίος είναι επίσης διάστασης 𝑚 × 𝑛

και ισούται με  𝐶 = 𝑐𝑖𝑗 , όπου 𝑐𝑖𝑗 = 𝜆𝑎𝑖𝑗. Συμβολίζεται ως 𝐶 = 𝜆𝐴.

• Η πράξη αριθμού με πίνακα ονομάζεται και βαθμωτός πολλαπλασιασμός

Παράδειγμα
2 4 8 16

4 5 0 20 0

1 3 4 12

− −   
   

 =
   
   − −   
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ΟΡΙΣΜΟΙ

• Έστω πίνακας 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 διαστάσεων 𝑚 × 𝑛. Θεωρούμε τον αριθμό 𝜆 ∈ ℝ. 

Ο πίνακας 𝐴′ = 𝑎′𝑖𝑗 , όπου 𝑎′𝑖𝑗 = −𝑎𝑖𝑗, λέγεται αντίθετος του 𝐴. 

Συμβολίζεται ως −𝐴.

• Με βάση τον παραπάνω ορισμό, ισχύει η ακόλουθη ιδιότητα: 

𝐴 + −𝐴 = −𝐴 + 𝐴 = 𝑂
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Ιδιότητες βαθμωτού πολλαπλασιασμού

• 𝑘𝐴 = 𝐴𝑘, 𝑘 ∈ ℝ και 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗

• 𝑘(𝑙𝐴) = (𝑘𝑙)𝐴, 𝑘, 𝑙 ∈ ℝ και 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗

• 𝑘 𝐴 + 𝐵 = 𝑘𝐴 + 𝑘𝐵, 𝑘 ∈ ℝ και 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 , 𝐵 = 𝑏𝑖𝑗

• 𝑘 + 𝑙 𝐴 = 𝑘𝐴 + 𝑙𝐴, 𝑘, 𝑙 ∈ ℝ και 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗

• 1 ∙ 𝐴 = 𝐴 ∙ 1 = 𝐴, 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗

• 0 ∙ 𝐴 = 𝐴 ∙ 0 = 𝑂, 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗

Σημείωση: Η διαφορά πινάκων ορίζεται ως 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 + −1 𝐵 = 𝐴 + (−𝐵)
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• Ο πολλαπλασιασμός πινάκων είναι η πιο «ενδιαφέρουσα» πράξη μεταξύ πινάκων

• ΔΕΝ πρόκειται απλά για πολλαπλασιασμό των αντίστοιχων στοιχείων των πινάκων

• ΔΕΝ ισχύει γενικά η αντιμεταθετική ιδιότητα → Η σειρά παίζει ρόλο!

ΟΡΙΣΜΟΣ

• Έστω οι πίνακες 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 , διαστάσεων 𝑚 × 𝑛, και 𝐵 = 𝑏𝑖𝑗 , διαστάσεων 𝑛 × 𝑠.

Γινόμενο των δύο πινάκων λέγεται ένας πίνακας 𝐶 οποίος είναι διάστασης 𝑚 × 𝑠 και 

ισούται με  𝐶 = 𝑐𝑖𝑗 , όπου 𝑐𝑖𝑗 =
𝑣=1

𝑛

𝑎𝑖𝑣𝑏𝑣𝑗. 

Συμβολίζεται ως 𝐶 = 𝐴 × 𝐵.
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• Με βάση τον ορισμό για τον πολλαπλασιασμό πινάκων 𝐴 και 𝐵, τα στοιχεία του νέου 

πίνακα 𝐶 έχουν την ακόλουθη προέλευση:

τα στοιχεία της 𝑖 γραμμής και της 𝑗 στήλης προέρχονται από το γινόμενο των στοιχείων 

της 𝑖 γραμμής του πίνακα 𝐴 (𝑛 στοιχεία) επί τα αντίστοιχα στοιχεία της 𝑗 στήλης του 

πίνακα 𝐵 (𝑛 στοιχεία), με τα επιμέρους γινόμενα να αθροίζονται

• Προϋπόθεση για τον πολλαπλασιασμό δύο πινάκων είναι ο αριθμός των στηλών του 

πρώτου να ισούται με τον αριθμό των γραμμών του δευτέρου

• Παράδειγμα:
2 3

−5 6

9 −7

















•

2 στήλες 

2 γραμμές
1 −2 0

3 4 −5
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Παράδειγμα πολλαπλασιασμού πινάκων

• Παίρνουμε τους αριθμούς της πρώτης γραμμής του πρώτου πίνακα

• Πολλαπλασιάζουμε κάθε αριθμό με τον αντίστοιχο αριθμό της πρώτης στήλης του 

δεύτερου πίνακα

• Προσθέτουμε τα γινόμενα που προκύπτουν

2 3

−5 6

9 −7

















•
1 −2 0

3 4 −5











2 1 3 3 11 +  =

Το αποτέλεσμα ‘11’ τοποθετείται στην γραμμή 1 
και στη στήλη 1 του αποτελέσματος.

Επαναλαμβάνουμε για 
γραμμή 1 – στήλη 2
γραμμή 1 – στήλη 3
γραμμή 2 – στήλη 1
κ.ο.κ.
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(… συνέχεια) Παράδειγμα πολλαπλασιασμού πινάκων

• Παρατηρούμε τις διαστάσεις των πινάκων που πολλαπλασιάζονται καθώς και του 

αποτελέσματος

2 3

−5 6

9 −7

















•
1 −2 0

3 4 −5









 =

11 8 −15

13 34 −30

−12 −46 35

















3 x 2 2 x 3 3 x 3__ __ __ __
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Παράδειγμα πολλαπλασιασμού πινάκων

2 1 8
5

9 0 45
2

10 5 60

   
    

− • = −    −    −   

3 x 2 2 x 1 3 x 1
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Ιδιότητες πολλαπλασιασμού πινάκων

• Για τυχαίο πίνακα 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 διαστάσεων 𝑚 × 𝑛 υπάρχουν μοναδιαίοι πίνακες 𝐼𝑚 και 𝐼𝑛

για τους οποίους ισχύουν: 𝐼𝑚𝛢 = 𝛢 και 𝛢𝐼𝑛 = 𝐴

• Αν 𝑂 είναι ένας μηδενικός πίνακας διαστάσεων 𝑛 × 𝑠, τότε 𝐶 = 𝐴𝑂 = 𝑂 με διαστάσεις 

𝑚 × 𝑠, δεδομένου ότι ο 𝐴 έχει διαστάσεις 𝑚 × 𝑛

• Αν 𝑂 είναι ένας μηδενικός πίνακας διαστάσεων 𝑠 × 𝑚, τότε 𝐶 = 𝑂𝐴 = 𝑂 με διαστάσεις 

𝑠 × 𝑛, δεδομένου ότι ο 𝐴 έχει διαστάσεις 𝑚× 𝑛

• 𝐴𝐵 𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶), όπου 𝐴, 𝐵, 𝐶 πίνακες κατάλληλων διαστάσεων

• 𝑘 𝐴𝐵 = 𝑘𝐴 𝐵 = 𝐴 𝑘𝐵 , όπου 𝐴, 𝐵 πίνακες κατάλληλων διαστάσεων και 𝑘 ∈ ℝ
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(… συνέχεια) Ιδιότητες πολλαπλασιασμού πινάκων

• 𝐴 + 𝐵 𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶, όπου 𝐴, 𝐵, 𝐶 πίνακες κατάλληλων διαστάσεων

• 𝐶 𝐴 + 𝐵 = 𝐶𝐴 + 𝐶𝐵, όπου 𝐴, 𝐵, 𝐶 πίνακες κατάλληλων διαστάσεων

Σημείωση 1: Ο πολλαπλασιασμός πινάκων γενικεύεται για πολλαπλούς πίνακες

Σημείωση 2: 

𝐷 = 𝐴 + 𝐵 𝐶 = 𝑑𝑖𝑗 ⇒ 𝑑𝑖𝑗 = 

𝑣=1

𝑛

𝑎𝑖𝑣 + 𝑏𝑖𝑣 𝑐𝑣𝑖 = 

𝑣=1

𝑛

𝑎𝑖𝑣𝑐𝑣𝑖 +

𝑣=1

𝑛

𝑏𝑖𝑣𝑐𝑣𝑖 ⇒ 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶
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ΟΡΙΣΜΟΙ

• Έστω ο τετραγωνικός πίνακας 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 διαστάσεων 𝑛 × 𝑛

• Η δύναμη 𝒌 τάξης του πίνακα 𝐴 ορίζεται ως ακολούθως:

𝐴1 = 𝐴, 𝐴𝑘 = 𝐴𝑘−1𝐴 = 𝐴 ∙ 𝐴 ∙∙∙ 𝐴, 𝑘 > 1

• 𝐴 ≠ 𝑂 ⇒ 𝐴0 = 𝐼
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Έστω ο πίνακας 𝐴 =

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

διαστάσεων 𝑚 × 𝑛

και ο ανάστροφός του 𝐴𝛵 =

𝑎11 𝑎21 ⋯ 𝑎𝑚1

𝑎12 𝑎22 ⋯ 𝑎𝑚2

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

διαστάσεων 𝑛 ×𝑚

Ισχύει ότι:

• 𝐴𝑇 𝑇 = 𝐴

• 𝑘𝐴 𝑇 = 𝑘𝐴𝑇, 𝑘 ∈ ℝ

• 𝐴 + 𝐵 𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇

• 𝐴𝐵 𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇
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Απόδειξη της ιδιότητας 𝑨𝑩 𝑻 = 𝑩𝑻𝑨𝑻

• Θεωρούμε πίνακα 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 διαστάσεων 𝑚 × 𝑛 και πίνακα 𝐵 = 𝑏𝑖𝑗 διαστάσεων 𝑛 × 𝑠

• Τότε, το γινόμενο 𝐴𝐵 έχει διαστάσεις 𝑚 × 𝑠

• Οπότε οι διαστάσεις του 𝐴𝐵 𝑇 είναι 𝑠 × 𝑚

• Στο δεξί μέλος της εξίσωσης, οι διαστάσεις του 𝐵𝑇 είναι 𝑠 × 𝑛 και του 𝐴𝑇 είναι 𝑛 ×𝑚

• Άρα οι διαστάσεις του δεξιού μέλος της εξίσωσης (𝐵𝑇𝐴𝑇) είναι 𝑠 × 𝑚 και ταυτίζονται με αυτές του αριστερού 

μέλους της ( 𝐴𝐵 𝑇) 

• Έστω 𝐴𝐵 = 𝐷 = 𝑑𝑖𝑗 , τότε 𝑑𝑖𝑗 =
𝑣=1

𝑛

𝑎𝑖𝑣𝑏𝑣𝑗 και 𝐴𝐵 𝑇 = 𝐷𝑇

• Έστω 𝐵𝑇𝐴𝑇 = 𝐸 = 𝑒𝑖𝑗 , τότε 𝑒𝑖𝑗 =
𝑣=1

𝑛

𝑏𝑖𝑣𝑎𝑣𝑗 = 𝑑𝑗𝑖, επομένως 𝐷𝑇 = 𝐸 ⇒ 𝑨𝑩 𝑻 = 𝑩𝑻𝑨𝑻
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• Ένας πίνακας του οποίου οι καταχωρήσεις είναι είτε 0 είτε 1, ονομάζεται 

πίνακας μηδέν-ένα

• Έστω 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 και 𝐵 = 𝑏𝑖𝑗 είναι πίνακες μηδέν-ένα διαστάσεων 𝑚 × 𝑛

• Τότε, η ένωση των 𝐴 και 𝐵 είναι ο πίνακας μηδέν-ένα του οποίου το 

στοιχείο 𝑖, 𝑗 είναι το 𝑎𝑖𝑗 ∨ 𝑏𝑖𝑗 και συμβολίζεται ως 𝑨 ∨ 𝑩

• Η τομή των 𝐴 και 𝐵 είναι ο πίνακας μηδέν-ένα του οποίου το στοιχείο 

𝑖, 𝑗 είναι το 𝑎𝑖𝑗 ∧ 𝑏𝑖𝑗 και συμβολίζεται ως 𝑨 ∧ 𝑩
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Παράδειγμα

• Έστω 𝐴 =
1 0 1
0 1 0

και 𝐵 =
0 1 0
1 1 0

• Τότε 𝐴 ∨ 𝐵 =
1 ∨ 0 0 ∨ 1 1 ∨ 0
0 ∨ 1 1 ∨ 1 0 ∨ 0

=
1 1 1
1 1 0

• Και 𝐴 ∧ 𝐵 =
1 ∧ 0 0 ∧ 1 1 ∧ 0
0 ∧ 1 1 ∧ 1 0 ∧ 0

=
0 0 0
0 1 0
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• Έστω οι πίνακες μηδέν-ένα 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 , διαστάσεων 𝑚 × 𝑛, και 𝐵 = 𝑏𝑖𝑗 , 

διαστάσεων 𝑛 × 𝑠. Boolean γινόμενο των δύο πινάκων λέγεται ένας πίνακας 

μηδέν-ένα 𝐶 οποίος είναι διάστασης 𝑚 × 𝑠 και ισούται με 𝐶 = 𝑐𝑖𝑗 όπου 

𝑐𝑖𝑗 =ሧ
𝑣=1

𝑛

𝑎𝑖𝑣 ∧ 𝑏𝑣𝑗

Συμβολίζεται ως 𝐶 = 𝐴⊙𝐵.

• Σημείωση: Το Boolean γινόμενο πινάκων μοιάζει με το κανονικό γινόμενο 

πινάκων, όπου η πράξη της πρόσθεσης έχει αντικατασταθεί από την ένωση, 

ενώ η πράξη του πολλαπλασιασμού από την τομή
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Παράδειγμα

• Έστω 𝐴 =
1 0
0 1
1 0

και 𝐵 =
1 1 0
0 1 1

• Τότε 𝐴⊙ 𝐵 =
1 ∧ 1 ∨ 0 ∧ 0 1 ∧ 1 ∨ 0 ∧ 1 1 ∧ 0 ∨ 0 ∧ 1
0 ∧ 1 ∨ 1 ∧ 0 0 ∧ 1 ∨ 1 ∧ 1 0 ∧ 0 ∨ 1 ∧ 1
1 ∧ 1 ∨ 0 ∧ 0 1 ∧ 1 ∨ 0 ∧ 1 1 ∧ 0 ∨ 0 ∧ 1

=

=
1 ∨ 0 1 ∨ 0 0 ∨ 0
0 ∨ 0 0 ∨ 1 0 ∨ 1
1 ∨ 0 1 ∨ 0 0 ∨ 0

=
1 1 0
0 1 1
1 1 0
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• Έστω ο τετραγωνικός μηδέν-ένα πίνακας 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 διαστάσεων 𝑛 × 𝑛

• Η Boolean δύναμη 𝒌 τάξης του πίνακα 𝐴 ορίζεται ως ακολούθως:

𝐴[1] = 𝐴, 𝐴[𝑘] = 𝐴[𝑘−1]𝐴 = 𝐴⊙𝐴⊙∙∙∙⊙ 𝐴, 𝑘 > 1

Παράδειγμα

• Έστω 𝐴 =
0 0 1
1 0 0
1 1 0

, τότε 𝐴[2] =
1 1 0
0 0 1
1 0 1

, 𝐴[3] =
1 1 0
0 0 1
1 0 1

, 𝐴[4] =
1 1 1
1 0 1
1 1 1

• Αποδεικνύεται ότι για 𝑘 ≥ 5 ισχύει ότι 𝐴[𝑘] = 𝐴[5] =
1 1 1
1 1 1
1 1 1


